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Система функцій Фабера-Шаудера була введена в 1910 році і стала пер-
шим прикладом базису в просторі функцій, неперервних на [0, 1]. Відомо низку 
результатів щодо властивостей рядів Фабера-Шаудера, у тому числі щодо 
оцінювання похибок наближення функцій поліномами та частинними сумами 
рядів, побудованих за системою Фабера-Шаудера. Відомо, що серед завдань 
теорії наближення функцій важливим є отримання нових оцінок величини на-
ближення довільної функції деяким заданим класом функцій. Тому дослідження 
апроксимативних властивостей поліномів і частинних сум рядів Фабера-
Шаудера становить значний інтерес для сучасної теорії апроксимації функцій. 
Досліджено питання наближення функцій обмеженої варіації частинними 
сумами рядів, побудованих за системою функцій Фабера-Шаудера. Отримано 
оцінку похибки апроксимації функцій з класів функцій обмеженої варіації Cp 
(1≤p<∞) у метриці простору Lp за допомогою значень модуля неперервності 
дробового порядку ϖ2–1/p(f, t). З отриманої нерівності випливає оцінка похибки 
наближення неперервних функцій, яка виражена через модуль неперервності 
другого порядку.  
Також у класі функцій Cp (1<p<∞) отримані оцінки похибок наближення 
функцій у метриці простору Lp за допомогою модуля неперервності дробового 
порядку ϖ1–1/p(f, t). 
Для класів функцій обмеженої варіації KCV(2,p) (1≤p<∞) отримано оцінку 
похибки наближення функцій у метриці простору Lp частинними сумами рядів 
Фабера-Шаудера.  
Таким чином, отримано низку оцінок похибок наближення функцій обме-
женої варіації їх частинними сумами рядів Фабера-Шаудера. Отримані ре-
зультати є новими у теорії наближення функцій. Вони певним чином узагаль-
нюють раніше відомі результати та можуть бути використані для подаль-
ших практичних застосувань 
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1. Вступ 
Система функцій Фабера-Шаудера була введена у роботі [1] і стала пер-
шим прикладом базису в просторі функцій, неперервних на відрізку [0, 1]. Ап-
роксимаційні властивості системи функцій Фабера-Шаудера стосовно набли-
ження як індивідуальних функцій, так і класів функцій вивчали, наприклад, у 









неперервної на [0, 1] функції f частинними сумами  ,nS f x  рядів Фабера-
Шаудера в рівномірній метриці. 
Зокрема, в роботі [2] отримано оцінку похибки апроксимації неперервної 
функції її частинною сумою Фабера-Шаудера. У статті [4] уточнено результат з 
використанням модуля неперервності другого порядку. 
У роботах [6–8] було отримано точні оцінки похибок наближення функцій 
з деяких класів функцій у рівномірній та інтегральній метриках частинними 
сумами рядів Фабера-Шаудера. 
Однак питання наближення функцій обмеженої варіації їх частинними су-
мами рядів Фабера-Шаудера досліджувалися у небагатьох роботах. Зокрема, у 
статті [9] отримано декілька оцінок верхніх меж у разі апроксимації функцій f з 
класів Cp  1  p  поліномами за системою функцій Фабера-Шаудера, вико-
ристовуючи модулі неперервності дробових порядків  1/ , . k p f  
Невелика кількість результатів з наближення функцій обмеженої варіації 
частинними сумами Фабера-Шаудера обумовлена, зокрема, певною складністю 
задач, пов’язаних із знаходженням на класах функцій обмеженої варіації оцінок 
похибок наближення функцій частинними сумами їх рядів Фабера-Шаудера. 
Таким чином, дослідження питань наближення функцій обмеженої варіації 
їх частинними сумами рядів, побудованими за системою Фабера-Шаудера, та 
отримання нових результатів є актуальним не лише для сучасної теорії апрок-
симації функцій, а й для теорії вейвлетів, яка активно застосовується у сучасній 
обробці сигналів. До того ж доцільним є використання модулів неперервності 
дробових порядків  1/ , k p f  для оцінювання похибок апроксимації функцій 
рядами за вищезгаданою системою. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми  
Хоча система функцій Фабера-Шаудера була введена у 1910 році [1], проте 
інтенсивне дослідження властивостей цієї системи, зокрема апроксимативних вла-
стивостей, розпочалося лише у 50-х роках минулого сторіччя з робот [2, 3]. Так, 
досліджуючи в роботі [2] апроксимативні властивості системи Фабера-Шаудера 
для довільної неперервної функції було отримано оцінку зверху величини   ,n
С
f  
виражену через модуль неперервності другого порядку. Пізніше у роботі [4] було 
посилено цей результат та отримано більш точну оцінку наближення довільної 
неперервної функції її частинною сумою Фабера-Шаудера, а саме  
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В роботі [3] для довільної неперервної функції було отримано оцінку по-
хибки наближення функції її частинною сумою Фабера-Шаудера виражену че-
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Згодом у роботі [5] було уточнено цей результат та показано справедли-
вість наступного співвідношення  
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Слід зазначити, що у роботах [2–5] розглядалися лише питання наближен-
ня неперервних функцій у рівномірних метриках та отримані оцінки не були 
точними у сенсі остаточного характеру оцінок.  
Перші точні оцінки похибок наближення функцій частинними сумами ря-
дів Фабра-Шаудера було отримано у роботах [6–8]. У роботі [6] отримано оцін-
ки похибок наближення диференційовних функцій їх частинними сумами Фа-
бера-Шаудера на класах функцій С1 та W1Hω у інтегральних метриках ϕ(L). До 
того ж отримані у [6] оцінки є непокращуваними, тобто остаточними, у випадку 
опуклого вгору модуля неперервності.  
У роботі [7] отримано непокращувану оцінку похибки наближення дифе-
ренційовних функцій з класу 2L  частинними сумами рядів Фабера-Шаудера у 
метриці простору L , а саме  
 













Подальші дослідження в цьому напрямку було продовжено у роботі [8] та 
отримано низку точних оцінок похибок наближення класів диференційовних фун-
кцій 1pL  частинними сумами рядів Фабра-Шаудера у інтегральних метриках Lp. 
Проте в жодній з зазначених вище робот не розглядалися питання апрок-
симації функцій обмеженої варіації поліномами Фабера-Шаудера або частин-
ними сумами рядів Фабра-Шаудера. 
Відомо лише роботу [9], у якій досліджувалися питання наближення функ-
цій обмеженої варіації поліномами Фабера-Шаудера з отриманням оцінок по-
хибок наближення. Зокрема, у [9] отримано верхню оцінку похибки найкращо-
го наближення функцій f обмеженої варіації з класу Cp  1  p  поліномами, 
побудованими за системою функцій Фабера-Шаудера у метриці простору pL  та 
отримано наступне співвідношення 
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Проте, у роботі [9] не розглядалися питання апроксимації функцій частин-
ними сумами їх рядів Фабера-Шаудера. 
Потрібно також відмітити, що при вивчені апроксимативних властивостей 
системи Фабера-Шаудера модулі неперервності дробових порядків  1/ , k p f  
використовувалися лише у роботі [9]. І це незважаючи на те, що у зв'язку з про-
блемами теорії наближень модулі неперервності дробових порядків  1/ , k p f  
вперше ретельно було вивчено у роботі [19] та використовувалися вже у деяких 
роботах, наприклад у [19–22], при вивчені питань теорії апроксимації функцій, 
зокрема наближення функцій обмеженої p-варіації. 
Застосування системи Фабера-Шаудера у теорії нелінійної апроксимації 
функцій розглядалося у роботі [10]. Зокрема, у [10] розглянуто деякі питання 
поведінки greedy алгоритму за системою Фабера-Шаудера у просторі неперерв-
них функцій. 
Будучи прикладом системи кусочно-лінійних вейвлетов, що активно ви-
вчаються і використовуються останні десятиліття в обробці сигналів, вивчення 
властивостей системи Фабера-Шаудера становить значний інтерес як для су-
часної теорії функцій так і для теорії обробки сигналів та теорії вейвлетів. 
Так, у роботах [11, 12] вивчалася поведінка коефіцієнтів розкладу неперер-
вної функції у ряд Фабера-Шаудера. Питання збіжності рядів за системою фун-
кцій Фабера-Шаудера досліджувалися у роботах [13–16]. А у роботах [17, 18] 
вивчалися деякі питання розкладу функцій за системою функцій Фабера-
Шаудера.  
Таким чином, з оглядом на вищенаведене властивості системи Фабера-
Шаудера потребують подальшого ретельного вивчення. Зокрема, важливими 
для подальшого дослідження є питання вивчення апроксимаційних властивос-
тей системи Фабера-Шаудера та отримання нових результатів похибок набли-
ження функцій поліномами та частинними сумами Фабера-Шаудера.  
Використання модулів неперервності дробових порядків  1/ , k p f  також 
є важливим для отримання нових результатів з оцінювання похибок наближен-
ня функцій у випадку системи Фабера-Шаудера. 
 
3. Мета і завдання дослідження 
Метою дослідження є вивчення питань наближення функцій обмеженої 
варіації їх частинними сумами, побудованими за системою функцій Фабера-
Шаудера. Для дослідження було обрано класи функцій обмеженої варіації pC  
 1  p  і  2, pKCV   1  p . У якості характеристик гладкості функцій бу-
ло обрано модулі неперервності дробових порядків  1/ , k p f   1, 2 .k  
Для досягнення мети були поставлені такі завдання: 
– отримати оцінки похибок апроксимації функцій з класів функцій обме-
женої варіації pC   1  p  у метриці простору Lp за допомогою значень мо-









– у класі функцій обмеженої варіації (2, )pKCV   1  p  отримати оцінку 
похибки наближення функцій рядами Фабера-Шаудера у метриці простору Lp 
 1  p  з використанням модуля неперервності дробового порядку 
 1 1/ , p f t . 
 
4. Визначення та позначення необхідні для подальшого викладення 
результатів дослідження  
Перш ніж сформулювати результати дослідження, нагадаємо необхідні по-
няття та визначення. 




max     : 0,1f x x , і нехай Lp  1  p  є простір функцій f вимірних 















f f x dx  
 
є скінченою. 






t , де 
0 1 10 1     s st t t t , є довільним розбиттям відрізку  0,1 . Множину роз-
бивань цього типу будемо позначати . Відповідно до роботи [23] значення 
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називається варіаційною сумою порядку p функції f за розбиттям  . У ви-
падку, якщо для функції f наступна величина є скінченною  
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говоримо, що функція f має на  0,1  обмежену p-варіацію. Нехай pV  
 1  p  є класом функцій f, визначених на  0,1 ,  для яких    pV f  [24]. У 
випадку 1,p  1V  є звичайним класом функцій обмеженої варіації. У роботі [23] 
показано, що функції f з класу pV   1  p  можуть мати лише точки розриву 









Згідно з роботою [25] припускаємо, що задана на  0,1  функція f належить 
до класу pC   1  p , якщо для будь-якого 0   існує таке число 
  0     , що нерівність 
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виконується для довільної скінченої системи інтервалів, що не перетина-















Клас 1C  – це клас абсолютно неперервних на  0,1  функцій. З результатів 
статті [26] випливає, що включення p rC C  і p pC V , де 1  p r , є спра-
ведливими. Тому класи pC   1  p  розглядаються як узагальнення класу 1C , 
а функції, що входять до них, називаються p-неперервними функціями. Власти-
вість p-неперервності вважається проміжною властивістю між властивостями 
неперервності   p  та абсолютної неперервності  1p  [27]. 
Модулем неперервності дробового порядку 1 1 / p   1  p для функції 
  pf x V  називається величина 
 
    1 1/ , sup , : , ,         p pf f       (1) 
 
де  1max : 1,   i it t i s  – діаметр розбиття   [23]. 
Використовуючи характеристику (1), у [25] показано, що клас pC  
 1  p  збігається з класом функцій   pf x V , для яких  1 1/ , 0  p f  для 
0 . 
Модуль неперервності дробового порядку 1/k p   1  p  для функції 
 pf V  визначається наступним чином [19] 
 
     11/ 1 1/ *, sup , : | | , ,           kk p pf f x k N      (2) 
 
























Нехай скінчена усюди на  0,1  функція f має обмежену (m, p)-варіацію 
 1  p  [28], [29], якщо 
 























де верхня межа береться за усіма можливими розбиттями 
0=x0<x1<...<xn=1 відрізку  0,1 . Позначимо через  ,m pV  клас функцій з обмеже-
ною (m, p)-варіацією  , ( )m pV f . 
Нехай ( , )m pKCV – клас неперервних на  0,1  функцій  , m pf V  (m, p)-
варіації яких не перевищує заданого додатного числа K. 
Зазначимо, що у випадку 1m  клас функцій  1, pV  збігається з класом фун-
кцій обмеженої p-варіації pV . У випадку 1p  клас  ,1mV  розглянуто у статті 
[30]. У випадку 1m  і 1p  клас  2,1V  розглядався у статті [31].  
На одиничному відрізку  0,1  вводимо двійкові інтервали 
 
  1 / 2 , / 2    k m mn m k k  
 
для довільного числа 2 
mn k , m Z  і 1,...,2
mk . 
Система функцій Хаара визначається на  0,1  наступним чином (див., на-
приклад, [33, 33]):      01 0 1,   t t  і для кожного 2 
mn k  з m Z  і 1, 2
mk   
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де M  – замикання множини M. У точках розриву функції Хаара дорівнюють 
половині суми їх лівої та правої границь. У кінцевих точках функції Хаара до-
рівнюють їх граничним значенням з середини відрізку  0,1 . 
Використовуючи систему функцій Хаара (3), у роботі [1] визначено систе-
му функцій  

n n Z  наступним чином 
 














У [1] показано, що будь-яка неперервна функція f C  може бути предста-
влена рядом 
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який збігається рівномірно на  0,1 , де коефіцієнти  ka f  задаються фор-
мулами 
 









k ka f x f x   .k N        (5) 
 
Інтеграл у (5) розуміється в сенсі Лебега-Стілтьєса. У роботі [34] повторно 
отримано результат (4) з використанням системи функцій  
 
n n Z , що відріз-
няються від  
 
n n Z  лише константами. Для n-ої частинної суми  n N  вираз 
(4) запишемо у вигляді 
 








S f x a f x n N          (6) 
 
Сума (6) називається частинною сумою Фабера-Шаудера функції f C . 
Введемо величину 
 




f f S f  
 
яка називається похибкою апроксимації функції f її частинною сумою Фа-
бера-Шаудера  nS f  у метриці простору X. 
 
5. Результати дослідження наближення функцій з класів pC   1  p   
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Теорема 1. Для всіх чисел 2 mn k  , 1, 2  mm Z k  і для довільної фун-





















        (8) 
 
Доведення. Нехай задана довільна функція f C . Розглянемо на деякому 
інтервалі  ,    0,1  наступну функцію 
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Маємо    ; ; , ; ; , 0.         f f  Нехай  ; ; , 0   f t  усюди на 
 , .   Визначимо через maxt  точку на інтервалі  , ,   в якій функція 
 ; ; ,  f t  досягає свого найбільшого значення. Розглянемо два випадки, ко-
ли точка maxt  лежить в першій і другій половині відрізка  ,  . 
Нехай max max .    t t  Тоді точка max2  t t  належить  ,  . Вико-
ристовуючи визначення (9) і те, що  max2 ,    t t  маємо 
 
   
    
       





| ; ; , | | ; ; ,
; ; , ; ; , |
2 |
.
       
        
     
          
f t f t
f t f t
f t f f t f t
f t f t f t f
              (10) 
 
У випадку, якщо  max max    t t , тоді точка max2  t t  належить від-
різку  ,  . Тоді аналогічно написаному вище маємо 
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Введемо наступні позначення 
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Відомо, наприклад, з [3, 8] що частинна сума  ;nS f x , визначена в (6) для 
будь-якого *n N , є лінійною на замкнутих інтервалах  1 1, 2 im i k  і 
 1, 2  j mm j k  і інтерполює функцію f C  в точках множини Dn, заданої на-
ступним чином 
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D   2, 3, ... .n  
 
Таким чином, для довільної функції f C  маємо 
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Тоді за допомогою (9) з вищенаведеної рівності можна написати 
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де max, it  i max, jt  – точки, в яких функції     ; ; 1 , 1, 2  f t i h ih i k  і 









значень. З визначення (2) модуль неперервності порядку 2−1/p може бути запи-
саний у наступному вигляді 
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Тоді для будь-якої функції  1   pf C p  і 2 
mn k з m Z  і 
1, 2 1 mk  на підставі (10)–(13), визначення  max; ; , I f t  і рівності (14) 
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Якщо 
12  mn , m Z , то за допомогою (9) для f C  можна записати  
 


















f f t S f t t f t i h ih t           (16) 
 
Тоді з (16), використовуючи (13)–(14) і враховуючи визначення функції 
 max; ; , , I f t  для довільної функції  1   pf C p  маємо 
 















f h I f t i h ih h f             (17) 
 
Отримаємо нерівність (8) для будь-якого n N  і функції  pf C   1  p  з 
(15), (17) та визначення (7) чисел n′. Таким чином, теорема 1 доведена. 
Відомо, що у випадку p  простір C  збігається з простором неперерв-
них функцій C [19]. Тоді, перейшовши до границі p  в (8), можна отримати 
наступний результат. 






















де  2 ; f x  – модуль неперервності другого порядку [8]. Ця нерівність є непо-
кращуваною на множині C. 
Той факт, що нерівність (18) не може бути покращена на множині C, може 
бути доведений за допомогою функцій, визначених у статті [5]. 
Оцінка (18) уточнює один результат, отриманий у статті [4]. 
Теорема 2. Нехай 1 p  і 2 
mn k  з m Z , 1, 2
mk . Тоді для дові-














Доведення. Нехай f C . Розглядаючи на фіксованому відрізку 
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належить до відрізку          min , ,max , .     f f f f  Тоді, викорис-
товуючи позначення, використані при доведенні теореми 1, визначимо наступ-
ну функцію 
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Для довільної функції   pf x C   1  p  і будь-якого 2 
mn k  
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У випадку 12  mn  m Z  з (16) для  pf C   1  p  отримаємо 
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для будь-якої функції  pf C   1 .  p  Таким чином, теорема 2 доведена. 
Переходячи до границі p → ∞, з теореми 2 випливає наступний результат. 














Ця нерівність є непокращуваною на множині C. 
 
6. Результати дослідження апроксимації функцій з класів  2, pKCV  
 1  p  
Розглянемо далі питання наближення функцій з класів (2, )pKCV  1 .  p  
Теорема 3. Якщо функція  2, , pf KCV  то для будь-яких 1 p  і n N  




















Доведення. Нехай  2, pf KCV  і  1  p . Враховуючи визначення фун-
кції  max; ; , I f t  та визначення (2, p)-варіації, для 2 
mn k  з m N  і 
1, 2 1 mk  з співвідношень (12), (13), використовуючи (10), (11), можна отри-
мати наступну нерівність 
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У випадку, якщо 12  mn  m Z , то за допомогою позначень, наведених 
вище, з співвідношень (13) та (16) маємо 
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Нерівність (22) випливає з (23), (24) і визначення (7) чисел n′. 
 
7. Обговорення результатів дослідження апроксимації функцій обме-
женої варіації частинними сумами їх рядів Фабера-Шаудера  
Досліджено питання наближення функцій з класів функцій обмеженої ва-
ріації частинними сумами рядів Фабера-Шаудера та отримання оцінок похибок 
апроксимації функцій. Зокрема, розглянуто класи функцій обмеженої варіації 
pC  та (2, )pKCV   1  p . Для отримання оцінок похибок наближення функцій 
з класів pC  їх частинними сумами рядів Фабера-Шаудера використано модулі 
неперервності дробових порядків  1/ , k p f , які майже не використовувалися 
раніше у задачах апроксимації функцій частинними сумами Фабера-Шаудера. 
Отримано нові результати з теорії апроксимації функцій, які можуть бути вико-
ристані для подальших практичних застосувань. Отримані результати є новими 
та узагальнюють певним чином деякі результати роботи [4].  
Хоча було вивчено питання наближення функцій обмеженої варіації з кла-
сів функцій pC  та (2, )pKCV   1  p  саме частинними сумами рядів Фабера-
Шаудера, у подальшому отримані результати можуть бути розповсюджені на 
випадок наближення функцій поліномами, побудованими за системою функцій 
Фабера-Шаудера. 
Важливим також є подальше дослідження питань наближення функцій як 
однієї, так і багатьох змінних з інших класів функцій обмеженої варіації та 
отримання нових оцінок похибок наближення функцій поліномами і частинни-
ми сумами рядів Фабера-Шаудера.  
Результати дослідження доповнюють відомі апроксимаційні властивості 
системи функцій Фабера-Шаудера та створюють передумови для подальших 
досліджень у цьому напрямку. 
Отримано нові результати з теорії апроксимації функцій, які можуть бути 









Прикладним аспектом використання отриманих наукових результатів є 
можливість застосування оцінок похибок наближення у теорії чисельних мето-
дів при побудові чисельних алгоритмів, а також при обробці сигналів.  
 
8. Висновки  
1. У метриці простору Lp отримано нові оцінки похибок наближення функ-
цій з класів Cp  1  p  частинними сумами Фабера-Шаудера за допомогою 
значень модулів неперервності дробових порядків  1 1/ , p f t  та  2 1/ , p f t . 
Отримані результати узагальнюють у певному сенсі результати, отримані рані-
ше у роботі [4]. 
2. Отримано оцінку похибки наближення функцій обмеженої варіації з 
класів  2, pKCV   1  p  у метриці простору Lp за допомогою модуля непере-
рвності дробового порядку  1 1/ , . p f t  
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